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1.1. Матрицы и определители. Основные понятия. 
Определение 1.Матрицей  размерности  mxn  называется  прямоугольная  таблица  

из  элементов  любой  природы,  имеющая   m  строк  и   n  столбцов 

 

 
 

aij – это элементы матрицы А, где i – номер строки, в которой находится элемент   j – 

номер столбца. 

Определение 2. Строка матрицы называется нулевой, если все еѐ элементы равны 

нулю. 

Определение 3. Если хотя бы один из элементов строки матрицы не равен нулю, то 

строка называется ненулевой. 

Пример 1.  

Первая и третья строки ненулевые, вторая нулевая.  

(
   
   
   

) 

 

Определение 4. Нулевой столбец - это столбец, где все элементы равны нулю. 

Определение 5. Ненулевой столбец – это столбец, где хотя бы один из элементов 

не равен нулю 

Определение 6. Диагональ матрицы, проведѐнная из левого верхнего угла в 

правый нижний угол, называется главной. 

Определение 7. Диагональ, проведѐнная из левого нижнего угла в правый верхний 

угол, называется побочной. 

Определение 8. Если у матрицы количество строк равно количеству столбцов, то 

такая матрица называется квадратной и обозначается nnA   

Определение 9. Если все элементы матрицы равны нулю, то она называется 

нулевой.  

Определение 10. Если матрица состоит из одной строки, то она называется вектор-

строкой. 

Пример 2.  (   ) 
Определение 11. Если матрица состоит из одного столбца, то она называется 

вектор-столбцом. 

Определение 12. Если у квадратной матрицы элементы стоящие на главной 

диагонали не равны нулю, а все остальные элементы равны нулю, то матрица называется 

диагональной. 

Пример 3. Диагональная матрица. 

  (
   
   
    

) 

 

Определение 13. Если у диагональной матрицы, по главной деагонали стоят 

единицы, то она называется единичной.  

Единичную матрицу обычно обозначают символом E. 

Пример 4. 
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  (
   
   
   

) 

Определение 14. Если у матрицы все элементы, расположенные ниже главной 

диагонали равны нулю, то такая матрица называется треугольной. 

Пример 5.  

 

  (
    
   
   

),    (
   
   
    

) 

 

1.2. Действия над матрицами 

Определение 15.  Произведением матрицы A начислоkназывается 

матрица B = k · A того же размера, полученная изисходной умножением на заданное 

число всех ее элементов: bij = k · aij 

Пример 6.Умножим число 3 на матрицу. 
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Пример 7.Умножим 
 

 
 на матрицу.  
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Свойства умножения матрицы на число. 

 1 · A = A 

 0 · A = Θ, где Θ – нулевая матрица 

  k · (A + B) = k · A + k · B 

 (k + n) · A = k · A + n · A 

 (k · n) · A = k · (n · A) 

Определение 16.  Суммой двух матриц A и B одинакового размера nm называется 

матрица С=A+B,  элементы которой ijijij bac   для i=1,2,3...,m;  j=1,2,…n (матрицы 

складываются поэлементно) 

Определение 17.  Аналогично сложению, при вычитании матриц одного размера,  

матрицы вычитаются поэлементно, т.е. ijijij bac   

Пример 8.  

Сложить матрицы 

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Решение. 

Для того чтобы сложить матрицы, необходимо сложить их соответствующие элементы: 
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Для разности матриц правило аналогичное, необходимо найти разность 

соответствующих элементов. 

Пример 9. 

Найти разность матриц  (
   
    

)  и    (
    
   

) 
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Решение. 

    (
   
    

)  (
    
   

)  (
  (  )       
          

)  (
    
      

) 

 Определение 18. Пусть матрица A имеет размер km , а матрица B размера 

nk  . То есть число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. Тогда 

произведение матриц nkkm BA    называется такая матрица nmC  , каждый элемент 

которой 
ijc  равен сумме произведений элементов i – й строки матрицы A на 

соответствующие элементы j – го столбца матрицы B.  

.,...,2,1;,...,2,1,
1

njmibaс
k

s

sjisij 


 

Свойства умножения матриц. 

 )()( CBACBA  , (свойство ассоциативности) 

 BAkBAk  )()( , где k- число. 

 ACABCBA  )(  (свойство дистрибутивности) 

 EAAE  - умножение на единичную матрицу. 

 BAAB   - произведение матриц не коммутативно 

 

Пример 10. Найти матрицу C равную произведению матриц   (
  
  

),   

(
  
   

) 

Решение. 

    (
  
  

)  (
  
   

)  (
      (  )        
      (  )        

)  (
   
   

) 

Пример 11. Найти произведение матрицы   (
    
    
    

)на матрицу   

 (
 
  
 
) 

Решение. 
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Определение 19. Транспонирование матрицы – переход от матрицы А к матрице 

А
’ 

, в которой строки и столбцы поменялись местами с сохранением порядка. 

Обозначается А
Т 

 или А
’
. 

Свойства транспонированной матрицы 

 Если матрица A имеет размер n×m, то транспонированная матрица A
T
 имеет 

размер m×n; 

 (A
T
)
T
 = A; 

 (k · A)
T
 = k · A

T
; 

 (A + B)
T
 = A

T
 + B

T
; 

 (A · B)
T
 = B

T
 · A

T
. 

Пример 12. Транспонировать матрицу  (
     
     
     

) 

Решение. 
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Сначала переписываем первую строку в первый столбец: 

  (
  
 
  

) 

Потом переписываем вторую строку во второй столбец и третью в третий столбец: 

  (
     
    
      

) 

Элементарные преобразования матрицы. 

Определение 20. Элементарные преобразования матрицы — это такие 

преобразования матрицы, в результате которых сохраняется эквивалентность матриц, то 

есть, элементарные преобразования не изменяют множество решений системы линейных 

алгебраических уравнений, которую представляет эта матрица. 

Элементарными преобразованиями строк называют: 

 перестановку местами любых двух строк матрицы; 

 умножение на ненулевую константу любой строки матрицы; 

 прибавление к любой строке матрицы другой строки, умноженной на ненулевое 

число. 

Тоже верно и для столбцов. 

Определение 21. Если матрица В получена из А с помощью элементарных 

преобразований, то Аи В называются эквивалентными. 

Пример 13. 
Используя элементарные преобразования строк преобразовать матрицу А в треугольную. 

  (
   
   
     

) 

Решение. 

Поменяем первую и вторую строки местами 

 

(
   
   
     

) (
   
   
     

) 

Ко второй строке прибавим первую, умноженную на -4, к третей строке прибавим первую: 

 (
   

  (  )     (  )     (  )   
           

) (
   
      
    

)  

Вторую строку делим на -2, третью строку делим на 6; затем меняем вторую и третью 

строки местами. И далее к третьей прибавим вторую, умноженную на -5: 

 (
   
   
   

) (
   
   
   

) (
   
   
   

)  

 

1.3. Определитель матрицы 

Определитель квадратной матрицы (детерминант) – число, характеризующее 

квадратную матрицу и используемое при решении систем уравнений.   

Определитель матрицы A обычно обозначается det(A), |A|, или ∆. 

Определение 22. Определителем матрицы первого порядка называется элемент 

11a : 11aA   

Определение 23.  Определителем матрицы второго порядка называется число, 

вычисленное по формуле: 

  |
      
      

|               . 

 Пример 14.  
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Найти определитель матрицы A.  

  (
  
   

) 

Решение. 

  |
  
   

|        (  )      

 

Определение 24. Пусть дана матрица третьего порядка 



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A . 

Определителем матрицы третьего порядка называется число, вычисленное по формуле: 

112332332112312213133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

  

Определение 25. Минором любого элемента матрицы n-го порядка называется 

определитель n-1 порядка, полученный из данного вычеркиванием строки и столбца, на 

пересечении которых стоит элемент. 

Обозначается Мij, где i – номер строки, j – номер столбца. 

 

Например, 
3332

2322

11

2221

1211

33

3231

1211

23 ,,
aa

aa
M

aa

aa
M

aa

aa
M  . 

Определение 26. Алгебраическое дополнение элемента аij матрицы  называют 

минор этого же элемента, взятый со знаком (-1)
i+j

, где i,j –номера соответственно строки и 

столбца, на пересечение которых находится элемент. 

Обозначается Аij. 

Пример 15. 

 

985

476

213

 ,   тогда    миноры: 19524
85

13
23 M ,    133548

85

76
13 M . 

Алгебраические дополнения:  

19)524(
85

13
)1( 32

23  A ,        13)3548(
85

76
)1( 31

13  A  

Определение 27. Определителем квадратной матрицы порядка n,  























nn2n1n

n22221

n11211

aaa
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A









 

называется число  



n

k

ikik Aa
1

, гдеaij– элементы строки определителя 

(разложение по строке, аналогично по столбцу),     –алгебраическое дополнение 

элемента aij .  

Пусть  
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333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 , тогда 

3231

222131

13

3331

232121

12

3332

232211

11 )1()1()1(
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a  

,   или, 

например,  

3331

131123

32

3331

232122

22

3331

232121

12 )1()1()1(
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a  

,  и т.д. 

Пример16.Найти определитель: 








 

212

131
)1(0

457

131
)1(1

457

212
)1(0

4507

2112

1301
232221                                              

=0+(-45-91)+0= -136. 

Свойства определителя матрицы 

 Определитель единичной матрицы равен единице: | |    

 Если у матрицы есть две одинаковые строки (столбца), то еѐ определитель равен нулю 

 Если у матрицы есть две пропорциональные строки (столбца), то определитель равен 

нулю.  

 Если у матрицы есть нулевая строка (столбец), то еѐ определитель равен нулю. 

 Если у матрицы имеются две (или несколько) линейно зависимых строк (столбцов), то 

определитель равен нулю. 

 При транспонировании значения определителя не меняется 
Т

АА   

 Если к какой-то строке определителя прибавить другую строку, умноженную на 

какое-либо число, то определитель матрицы  не изменится. То же верно для столбцов. 

 Определитель матрицы не изменится, если к какой-либо его строке (столбцу) 

прибавить линейную комбинацию других строк (столбцов). 

 Если поменять местами две строки (столбца) матрицы, то определитель матрицы 

поменяет знак.  

 Общий множитель в строке (столбце) можно выносить за знак определителя. 

 Определитель треугольной матрицы равен произведению его элементов, 

расположенных на диагонали.  

 Определитель произведения матриц равен произведению определителей этих матриц. 

Пример 17. Вычислить определитель 4-го порядка. 

18654

31833

22182

1111







 

Решение 

Определитель 4-го порядка находится по формуле: 





n

k

ikik Aa
1

,  

Где Аij - это алгебраические дополнения и Аij = ij

ji M )1( , то есть формулу можно 

переписать так: 
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   



n

j

ijij

ji
Ma

1

1  

Запишем разложение по первой строке: 













 

654

1833

2182

)1()1(

1854

333

2182

)1()1(

1864

3183

222

)1(1

1865

3183

2218

)1(1 41312111A  

654

1833

2182

1854

333

2182

1864

3183

222

1865

3183

2218 









A

 

233211331221312213133221231231332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa



 

615018)2(3)3(61851822635)3()2(181818

1865
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2218




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



 

1044)3(5218183432253)3(1841832

1854

333

2182



 

8226183185243)2()2(5341818632

654

1833

2182





 
730882210447086150 A

 
 

1.4. Обратная матрица 

Определение 28. Матрица 
1A называется обратной по отношению к квадратной 

матрице A , если выполняется равенство: EAAAA   11 . 

Только квадратная матрица имеет обратную, причем последняя является 

квадратной того же порядка. 

Если же определитель матрицы равен нулю, то такая матрица обратной не имеет. 

Одним из способов нахождения обратной матрицы – с помощью присоединѐнной 

матрицы: справа от матрицы приписываем единичную матрицу и с помощью 

элементарных преобразований слева образуем единичную матрицу; справа же из 

единичной получаем матрицу, которая является обратной к исходной. То есть: )|( EA

  1| AЕ  

Пример 18. 

Найти обратную матрицу матрицы А. 



















112

120

142

А  
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Решение. 

Приписываем к матрице А справа матрицу третьего порядка: 

А/Е =

100

010

001

112

120

142

  

Преобразуем левую часть полученной матрицы в единичную.  

Для этого от третьей строки отнимем первую строку.  

101

010

001

030

120

142



  

Третью строку поделим на (-3) и поменяем местами со второй строкой.  

 

3/103/1

010

001

010

120

142



 

010

3/103/1

001

120

010

142

  

 

Отнимем от первой строки вторую умноженную на 4; от третьей строки вторую 

умноженную на 2: 

)3/1(20021)3/1(20

3/103/1

)3/1(40040)3/1(41

021122020

010

041144042











  

 

3/213/2

3/103/1

3/403/1

100

010

102







  

Отнимем от первой строки третью строку: 

3/213/2

3/103/1

3/213/1

100

010

002







  

Разделим первую на 2:  

3/213/2

3/103/1

3/12/16/1

100

010

001







 

А
-1 

= 






















3/213/2

3/103/1

3/12/16/1

. 

Определение 29. Если матрица А
~

 составлена из элементов, которые равны 

алгебраическим дополнениям соответствующих элементов матрицы А , то она называется 

союзной (присоединѐнной) матрицей. 

Определение 30.  Матрица Ã, элементы которой равны алгебраическим 

дополнениям соответствующих элементов матрицы A называется союзной 

(присоединѐнной) матрицей. 

Второй способ нахождения обратной матрицы следующий: 

https://ru.onlinemschool.com/math/library/matrix/minors/
https://ru.onlinemschool.com/math/library/matrix/minors/
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1. Находим определитель исходной матрицы. Если он не равен нулю, то обратная 

матрица существует. Если же определитель равен нулю, то матрица 

вырожденная и обратная матрица не существует. 

2. Находим алгебраические дополнения элементов матрицы и составляем из них 

присоединѐнную матрицу А
~

. 

3. Находим матрицу, транспонированную к А
~

. 

4. Вычисляем обратную матрицу по формуле: 

ТА
А

А
~11 

. 

5. Проверяем правильность вычисления обратной матрицы, с помощью 

соотношения 

Пример 19. Найти обратную матрицу матрицы А. 



















112

120

142

А  

Решение  

6211140221110214122

112

120

142

  

Найдем алгебраические дополнения матрицы А: 

11*11*2
11

12
)1( 11

11  А  

2)2*11*0(
12

10
)1( 21

12  А ;    42*21*0
12

20
)1( 31

13  А ; 

3)1*11*4(
11

14
)1( 12

21  А ;   02*11*2
12

12
)1( 22

22  А ; 

6)2*41*2(
12

42
)1( 32

23  А ;   2
12

14
)1( 13

31  А ; 

2
10

12
)1( 23

32  А ; 4
20

42
)1( 33

33  А ; 

Запишем союзную матрицу 

























422

603

421
~
А  

А
-1 

= 




































































3/213/2

3/103/1

3/12/16/1

464

202

231

6

1

422

603

421

6

1

Т

 

А
-1 

= 






















3/213/2

3/103/1

3/12/16/1
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Проверка: А
-1

А=






















3/213/2

3/103/1

3/12/16/1

















112

120

142

 










































































100

010

001

1
3

2
111

3

)2(
1

3

2
214

3

)2(
2

3

2
2

3

)2(

1
3

)1(
1

3

1
1

3

)1(
4

3

1
2

3

)1(
2

3

1

1
3

1
1

2

)1(
1

6

1
1

3

1
2

2

)1(
4

6

1
2

3

1
0

2

)1(
2

6

1

. 

 

 

 

ВАРИАНТЫ  КОНТРОЛЬНОЙ  РАБОТЫ № 1 

ВАРИАНТ 1 

1. Даны матрицы:






















1202

1210

1321

A  и .

112

011

115

032



























B  

Найти матрицу ABC   и выяснить, являются ли строки матрицы С линейно 

зависимыми. 

2. Методом обратной матрицы решить систему уравнений: 















.022

,3

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 





















.212

,1333

,941152

,842

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

Найти одно из ее базисных решений. 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 























101

213

112

А  

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

5.Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















52

7623

285

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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ВАРИАНТ 2 

1. Даны матрицы: 





























21

02

21

11

A  и .

11

42

10

21



























B  

Найти матрицу EBAC 2  и выяснить, имеет ли она обратную. 

2. Методом Гаусса решить систему уравнений: 















.123

,133

,122

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3.Выяснить, является ли совместной система уравнений: 















.92295

,15432

,34253

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

 

















302

141

112

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















52

7623

421610

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

ВАРИАНТ 3 

1. Решить матричное уравнение  

BXBX  2 , 

где  

.
21

21








B  

2. По формулам Крамера решить систему уравнений: 















.023

,52

,13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 





















.04765

,03554

,02343

,03475

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 
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















900

013

031

  

воспользовавшись схемой 

   1//  АЕЕА  

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 

 















3651110

15235

15327

zyx

zyx

zyx

 

 

 

ВАРИАНТ 4 

1. Даны матрицы: 



























21

02

20

12

A  и .

31

20

12

11





















B  

Найти матрицу BAC   и определить ее ранг. 

2. Методом обратной матрицы решить систему уравнений: 















.63

,72

,652

31

21

321

xx

xx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 





















.0

,223

,532

,42

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

















300

130

013

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

 

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















35

62

523

yx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 5 

 

1.Решить матричное уравнение 

CBXA  , 

где  















25

13
A , 










87

65
B , .

109

1614








С  

2.По формулам Крамерарешить систему уравнений: 















.1033

,62

,024

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 















.032

,0853

,041165

321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

















100

011

011

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

 

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















3651110

15235

306414

zyx

zyx

zyx

 

 

 

ВАРИАНТ 6 

 

1.Даны матрицы: 





























112

011

203

121

A  и .

110

112

011

201



























B  

Найти матрицу ABC   и выяснить, имеет ли она обратную. 

2.Методом Гаусса решить систему уравнений: 















.523

,52

,82

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Выяснить, является ли совместной система уравнений: 
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



















.133

,193104

,251152

,142

5432

54321

54321

5321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

















232

010

042

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

 

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















52

141246

285

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

ВАРИАНТ 7 

1. Решить матричное уравнение 

BXA  , 

где  

,

131

312

121

















A .

121

201

010

















B  

2. По формулам Крамера решить систему уравнений: 















.823

,332

,124

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 





















.030363

,0122

,014432

,027

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

















900

013

031

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

 

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















54

124

732

21

321

321

xx

xxx

xxх
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ВАРИАНТ 8 

 

1.Даны матрицы: 















 



23

12

11

A , .
1321

2112












B  

Найти матрицу ВАC   и определить ее ранг. 

2.Методом обратной матрицы решить систему уравнений: 















.1252

,2

,245

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 















.12232

,622

,6

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Найти одно из ее базисных решений. 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

















300

130

013

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

5. Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















52

211869

421610

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

ВАРИАНТ 9 

 

1. Решить матричное уравнение 

BАХ  , 

где  

,

130

012

101















 

A ,

231

232

211



















B  

2. По формулам Крамера решить систему уравнений: 















.23

,32

,72

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 















.052

,021353

,01765

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 
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















900

013

031

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

5.Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















1625

16732

62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

ВАРИАНТ 10 

1. При каких значениях   ранг матрицы 



















151

62

312



A  

равен двум? 

2. Методом обратной матрицы решить систему уравнений: 















.3322

,52

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Методом Гаусса решить систему уравнений: 





















.2751574

,742

,177823

,7932

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Найти одно из ее базисных решений. 

4. Найти с помощью преобразования строк обратную матрицу к матрице 

















313

130

301

 

воспользовавшись схемой    1//  АЕЕА  

5.Методом обратной матрицы и по формулам Крамера решить систему уравнений 















105

163

52

32

31

21

xx

xx

xx

 

 

 

 
 


