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ОЧНЫЙ ЭТАП 
8-9 классы
Вариант 2
Задание 1 (10 баллов)
Пчелы продают гречишный мёд и дикий мёд в одинаковых стеклянных банках. Цена дикого мёда вдвое больше цены гречишного мёда (без учета стоимости банки). Пчёлы могут взять пустые банки, обменяв их на мёд. Винни Пух принёс 26 пустых банок, зная, что этого хватит на несколько банок с мёдом. Сколько банок и с каким именно мёдом он может получить от пчёл, если стоимость 12 банок с гречишным мёдом равна стоимости 7 банок с диким мёдом?
Решение: пусть цена за гречишный мед - х, за дикий мед - у, тогда у=2х. Обозначим цену пустой банки за z. Зная, что стоимость 12 банок с гречишным мёдом равна стоимости 7 банок с диким мёдом, составим уравнение.
12(х+z)=7(у+z)
Зная, что у=2х, заменим у на 2х, получим 12(х+z)=7(2х+z)
раскроем скобки 12х+12z=14х+7z, приведем подобные и получим
5z=2x, так же 5z=y (из условия), следовательно отдав 25 пустых банок Винни Пух получит 10 банок с гречишным медом или 5 банок с диким медом (одна пустая банка останется лишней)
Ответ: Винни Пух получит 10 банок с гречишным медом или 5 банок с диким медом.

Задание 2 (10 баллов)
 На основании  равнобедренного треугольника  отмечены точки  и  так, что . Докажите, что площадь треугольника  не превышает половины площади треугольника .
Решение: Обозначим угол АВС за а, тогда угол КСL=1/2а (по условию)
доп построение биссектриса СН, она же высота и медиана треугольника АВС (по свойству рб треугольников)
Тогда угол АСК=КСН=НСL=LСВ=1/4а
СН - медиана => АК=КН=Нl=LB=1/4АВ
Sabc=1/2*AB*CH
Skcl=1/2*KL*CH 
СН является высотой для треугольника АВС и КСL потому что исходит из одной вершины и опущена на основания треугольников, лежащих на одной прямой.
Т. к. КL=1/2AB => Skcl=1/4*АВ*CH => Skcl=1/2Sabc
Это был один из возможных случаев, когда биссектриса тругольника АВС совпадала с биссектрисой треугольника КСL.
В остальных случаях ("перемещая" угол КСL  рамках угла АСВ) Длина KL не изменится => Skcl не превышает 1/2Sabc, что и требовалось доказать.

Задание 3 (12 баллов) 
Незнайка предложил вычитать дроби по такому правилу:

Существуют ли ненулевые дроби, для которых вычитание по правилу Незнайки даёт верный результат как при обычном вычитании.
Решение:
(ab-cd)/bd=ac/(ad-bc)
(ad-dc)^2=abcd
(ad)^2-2abcd+(bc)^2=abcd
(ad)^2+(bc)^2=3abcd
(ad+bc)^2-2adcd=3abcd
(ad+bc)^2=5abcd => abcd>=0
Ответ: нет, не существуют.

Задание 4 (12 баллов) 
 Можно ли число 3053 представить в виде суммы нескольких различных факториалов? 
Решение: 7!=5040, 7!>3053 => берем числа факториалы которых меньше 7! . => остаются 6!, 5!, 4!, 3!, 2!, 1!. Так как по условию необходимо составить сумму из различных факториаллов, то использовать в сумме каждый из оставшихся факториалов можно лишь один раз. Найдем сумму всех оставшихся факториалов
6!+5!+4!+3!+2!+1!=873
То есть единственная сумма, соответствующая условию меньше 3053 => число 3053 нельзя представить в виде суммы нескольких различных факториалов.
Ответ: нет, нельзя.

Задание 5. (12 баллов)
 	Произведение двух различных целых чисел  и  является квадратом натурального числа. Существует ли такое целое число , что ?
Решение: пусть ab=x^2, тогда 
n=((a+x)(b-x))/(b-a)
n=(x^2-ax-x^2+xb)/(b-a)
n=x(b-a)/(b-a)
n=x => такие х, соответстующие условию, существуют.
Ответ: да, существует.

Задание 6 (14 баллов) 
	Вася решал пример на доске в классе. Пока он стирал с доски, он случайно стёр две цифры из условия. Оставшийся на доске текст такой: , где символ * означает стертую цифру. Покажите, что Вася, тем не менее, может решить этот пример, зная, что целое число.
Решение: Пропусти в числе 20**21 обозначим за а и b. Из оставшегося примера на доске можем выразить х
х=20аb21:113-72
Начнем подбор с минимального числа: 200021:113=1770,9 => будем увеличивать делимое.
делимое заканчивается на 1, делитеть на 3 => какое число нужно умножить на 3, чтобы произведение заканчивалось на 1? - 3*7=21 - единственный вариант => частное при делении на 113 должно зананчиваться на 7.
Подбор: 
1777*113=200801 не подхоит
1787*113=201931 не подходит
1797*113=203061 не подходит
1807*113=204191 не подходит
1817*113=205321 подходит => х=205321:113-72=1745 - целое число, соответствует условию => были стерты две цифры: 5 и 3
Ответ: Вася может решить пример, х=1745

Задание 7 (14 баллов)
 Три окружности с центрами в точках ,  и  и радиусами 6, 4 и 3 соответственно касаются друг друга внешним образом в точках ,  и . Найдите радиус окружности, проходящей через точки касания ,  и .
Решение: Прямая, соединяющая центры окружностей, проходит через точку их касания=> стороны треугольника АВС равны 9, 10 и 7 (сумма соответствующих двух радиусов).
Искомый радиус окружности, проходящий через точки касания D, E и F, является радиусом вписанной окружности в треугольник АВС (т к эта окружность касается сторон треугольника).
Sabc=pr, p=1/2(10+9+7)=13
По формуле Герона: Sabc^2=p(p-AB)(p-BC)(p-AC)=13(13-10)(13-7)(13-9)=936 =>Sabc=30,6 => r=Sabc:p=30,6:13=2,35
Ответ: радиус равен 2,35

Задача 8 (16 баллов)  
 На дне рождения Пети проводится лотерея с определенным количеством призов, причем, каждый гость может получить не более одного приза. Известно, что если бы было на один приз меньше, чем в действительности, то количество всех возможных комбинаций распределения призов среди гостей было бы в 5 раз меньшее. А если бы было на один приз больше, чем в действительности, то количество различных комбинаций распределения выигрышей среди гостей увеличилось бы 4 раза. Сколько гостей пришло поздравить Петю и скольким из них повезет в лотерею.
Решение: Пусть всего n подарков, тогда количество различных комбинаций распределения выигрышей среди гостей увеличилось равно n!
Из условия: 
Если подарков станет n-1, то n!=5(n-1)! => n=5
Если подарков станет n+1, то 4n!=(n+1)! => n=3
Следовательное, всего поздравить Петю пришло 5 гостей, 3 из которых получат подарки. 
Ответ: 5 гостей, трем из них повезет в лотерею. 
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